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V-3. 


In questo seminario esporremo alcuni risultati relativi al problema 


di Dirichlet per operatori ellittici degeneri della forma 
Mo 2 n 
(1) ua PL ino eR 


. PI 4 PI x x x x had : z 
in cui x sa X, sono operatori del 1° ordine a coefficienti C°. Facciamo le se- 


guenti ipotesi: 


1) L è non totalmente degenere in ogni punto di % (ovvero, i coef- 


ficienti della parte principale di L non sono mai satitotanita nulli, in alcun 


punto di 9 


2) L'algebra di Lie generata da X ave x, ha rango n in ogni punto di 


3) Esistono 6, 0* cÈ (0,8) tali che 6, 6* > 0 in o 19 <0, 
L*0*<0 in do essendo L* l'aggiunto formale di L. Questa ipotesi serve essenzia]l- 
mente per avere il principio di minimo, indispensabile per poter studiare L con 


metodi di teoria del potenziale. 


Uno strumento essenziale per lo studio di L è Ja distanza "riemannia 


na" legata a L, definita nel modo seguente: 


sia y: [0,T] > % una curva regolare a tratti; y si dice X- ammissibile se ciascun 
tratto cl di y è curva integrale di uno dei campi + x, ces + x, . Si pone 
2(1)=T;e,se x,y 9 d(x,y) = inf se(vyì:vè x Cameiticortnta e congiunge x e y}. 
La droni e le proprietà di d sono state studiate da Fefferman e 
Phong e Nagel-Stein-Waniger [N-S-W]. La d genera in LA la stessa topologia della 
distanza euclidea, ma non è, in generale, equivalente a quest'ultima. Una proprie 
tà di d, di fondamentale importanza per il nostro studio, è la PROPRIETA' DI DU- 
PLICAZIONE per la misura (di Lebesgue, indicata ) delle d-sfere: ESISTE C>0, 


INDIPENDENTE DA r, TALE CHE: 


(2) |s(x,2r)| < C [S(x,r)] 
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(vedi [N-S-W]). 
Sia £ un aperto limitato, : SÙ dotato di funzione di Green g per 
l'operatore L; tramite la d si può dare una stima molto precisa di g: 


2 
du) _ 
(3) 9x9) * Tsx, d(x,y))I 


per tutti gli (x,y) di un intorno della diagonale di r xE (vedi [N-S-W] ; 
[S-C]). 

Sfruttando la (3), io e Scornazzani [N-S] abbiamo dimostrato il CRI- 
TERIO DI WIENER, che caratterizza i punti regolari per il problema di Dirichlet 
per L. In questo seminario esporrò alcune varianti del criterio di Wiener, tra 
cui una presentazione dello stesso in forma integrale; tali fatti costituiscono 
l'oggetto del lavoro [N]. 

Diamo alcune definizioni. Sia F compatto, F_£, chiamiamo CAPACITA' 


di F il numero reale = 0 
+ 
(4) €(F) = sup{u(F)|ueM (F) ; Gus in z} 


(più avanti, vedremo altre due definizioni equivalenti della "capacità"). 


Fissato X ]O,l1[ definiamo, per ogni kE, 


{xe 2' | Ni < d(x,y) £ x 


_ 
(S2] 
—_ 
2 
" 


(6) Pi txea'| d(x.y) s a 


V=:5, 


Infine, per p > 0, definiamo: 
(7) Q, = {xe2'|  d(x,y) s p} 


Teorema. (Criterio di Wiener). Sono equivalenti le affermazioni: 


a)yè una per 2 


ni ela; ) per un X (o per ogni \)e JO,l[ 
=+ 
k=0 |s(y,15)| 
È a 6(p;) 
o) —- su È " CI] “ 
k=0 |S(y,X | 
2 


EE RE i) do _ FA 
9 f |S(yso)| hi” ù 


Dimostrazione. La equivalenza a@ b è contenuta in [N], ed è stata 
esposta nell'ambito di questi Seminari (7 marzo 1985); dimostriamo qui l'equiva- 
lenza tra le serie (b) e x e l'integrale (d). 

Poiché NP P', la (c) è maggiorante di (b); cerchiamo dunque una 
stima dei termini di (c) sellante quelli di (b). 


Risulta Fe" Pi+1 Qi perciò 


€(P,) s €(P.,j) + €(0,) (sub-addittività di €) e quindi 
€(9,) = €(P,) - €(P,_)- Allora 
m ea; ) mm 2k 
DI 
— (€) = CP ,)) 
Ao 0 |s(ysa5)| "i Isygai N 


Mediante una "sommazione per parti", quest'ultima somma diventa: 
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x m xk x ek? 
qui ji Lore 
k=l 


1 2m 
ISDI “o Jsty,aI IAS] Istat 


* 


Tenendo presente che €(S(y,r)) v Isfsaril (vedi [N-S]), il termine sotto- 
rv 
lineato (*) è limitato al variare di m; per cui esiste CeR tale che 


2k 
mx €(2') m 2k k 
Mec LIDI o (1 - EOdUL 
k=0 |S(y,1%)| k=1 S(ya )| x s(yaX 0) 


A questo punto, sfruttando una stima esplicita per la misura delle 


d-sfere di centro fissato, (vedi [N-S-W]) 


(8) IS(y,r)] 3 t; ci 
Jel 


in cui by e d; e q dipendono da y, ma non da r, si riesce a far vedere che la 


S 43 


x2isty,at)| 


te positiva indipendente da k; da ciò segue la equivalenza tra le serie b) e c). 


quantità 1 - Si mantiene, al variare di k, maggiore di una costan 


Per dimostrare l'equivalenza tra c) e d) confrontiamo anzitutto la 


e I° gp) 
serie ) PRA c) con l'integrale 
n=0 |S(y,à )| 
doi 45° €.) 
(9) IaagO "DN dt. 
o |S(ya)| 


Si può scrivere: 
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k+1 1% (Pi) 


aL f —3+ dt. 


o |styab)l k=0 ko [s(ya®)] 


2t i 
+0 1 (P.) 


Tenendo presente la proprietà di duplicazione per d, avremo che: esiste C>0, in- 


dipendente . da k, tale che, per ogni te[k, k+1], 
ate) ag) ago) 
PES I A sldrra Ki 

ES Pere Ni 

ia 5 stat Astyai 

ed inoltre, esiste C' tale che: 
2t in 2kt2 50. 2k+2 0, 
»I MAL ALS LN X SP.) 

ti k " k+1 

Is(y,1)| IS(y,1)| ISt(ya  )l 


Queste due disuguaglianze provano l'equivalenza tra la serie c) e l'integrale (9); 
d'altra parte, la sostituzione p = i” muta l'integrale (9) nell'integrale d); 
ciò conclude la dimostrazione. 

Una presentazione del criterio di Wiener in questa forma integrale è 
stata data, per una classe di operatori ellittici, da Littman-Stampacchia-Weinber 


ger [L-S-W], e, per una diversa classe di operatori da Fabes-Jerison-Kenig [F-J-K]. 


2) DEFINIZIONI EQUIVALENTI DI "CAPACITA" 


Abbiamo definito, nella formula (4) la "capacità" relativa ai nostri 


operatori L; ripetiamo quella definizione, indicando ora con " €, la capacità: 
+ 
(10) €,(F) = sup{u(F)]u M(F); Gus 1 ins}. 


Diamo ora altre due definizioni (€, e 6) che dimostreremo essere e- 
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givalente alla definizione di € 
+ 
Sia ueM (F), F compatto sZ. Chiamiamo "energia totale di u" il nu- 


mero lu = } g(x.y) du(x) du(y) ; e poniamo: 
EXE 
1 + 
(11) €,(F) = supfz; |ueM (F) : u(F) = 1} 


Una terza definizione di "capacità" richiede l'uso di un opportuno spazio fun- 
zionale che indicheremo Hx il quale, nel caso în cui L sia ellittico, coincide 
con Hi (2). 

Sia A = (a;;) Ja matrice dei coefficienti della parte principale di 


L. Poniamo, per ogni u Co(2). 


n 
2 
(12) put = ( f(ul(x) + Ya, (412 u(0)8 (x) 
ij i j 
pi i,j=1 È 
Poiché A è SEMI DEFINITA POSITIVA, |-| è una NORMA su c(2); definiamo Ha il 
COMPLETAMENTO di c_(2) rispetto a tale norma. Si prova facilmente che 


2 


HE (2) H L'(£) 


A 


Inoltre, utilizzando una disuguaglianza del tipo di Poincaré, recentemente dimo- 


strata da Jerison, si dimostra che una NORMA EQUIVALENTE su Ha è: 


n 
si Li 
(13) lul, = ( i pa à;; au ju dx) 
A x i,j=1 


(in effetti, per applicare la disuguaglianza di Jerison occorre che £ sia conte- 
nuto in una d-sfera di raggio sufficientemente piccolo; questo non provoca alcu- 
na difficoltà riguardo alle nostre applicazioni (criterio di Wiener, ecc.) in 
quanto il problema della regolarità dei punti è di carattere locale). 


Definiamo per F compatto CL, 


(14) €,(F) = inf(JulÈ ueC(5) ;uzlin F} 
A o 


Dimostreremo che G sa 6, = 6 (per quanto riguarda 3: occorre fare l'ipotesi sup 
plementare di L autoaggiunto). 


Premettiamo alcune osservazioni: 
+ 
1). ESISTE ue M (F) tale che Gu; <slsuz,e u(F) = €, (F); U] è la misura di 
equilibrio di F, e Gu, il potenziale di equilibrio di F 


2) ESISTE uye M°(F) tale che up(F) = 1, e ir = €). 


3) ESISTE uz Hg tale che Us = l in F nel senso di Hg» e ]u Lt = €(F). Inoltre, 
se L è autoaggiunto, dii ug M (F) con supporto sn Ale che Luz = -43 
nel senso delle distribuzioni, e uz(F) = €(F). 


Ammessi i risultati 1), 2), 3), proviamo che € 


179 3€ 


3 


1) €,(F) s (1) 


Se €,(F) = 0 non c'è nulla da provare. Supponiamo perciò €,(F)>0, e sia 


ss : SIA 
Vv? u,(F) Uu; Allora v(F) 1, e si ha: 
1 J 
Iv sd 2 Joy (x)du, < SRI, 
1° 1 1° C.(F 
(n (F ))? uj(F) 10) 
tenendo presente che Gu; s linx; quindi €,(F) S TT S €(F) 
2) 6(F) s €,(F) 
ì L. ” 
Come in 1) possiamo supporre €,(F) > 0. Sia Un tale che le = CF), e un(F) di 
ha 
SI DIMOSTRA che  Gu.(x) £ Iu,; ammesso ciò, poniamo v, = —— , avremo 
2 2 up(F) 2 lu, 
: uri - ci ab 
Gv, < lin, quindi, vo(F) s%6 (F)imav 2(F)= o iu, — €, (F); perciò, 


6(F) 5 €(A) 


3) €,(F) s GF). 


Poiché €3(F) = ug(F), e Gua = U3 $ 1 inx, risulta €3(F) = u3(F) s€,(F). 


F. 


4) €,(F) Ss €,(F) 


Siano F; sJjeEN 
compatti tali che 

F int Fre FjeFj e 
siano 4; e u; Je misure e i potenziali di equilibrio di F; relativi a LZ (dun- 
ue, u, = Gu, a e Lu, = -u. in 2(2)). 

q + By 475 (2)) 

Essendo SUpp uydF;o le 4; sono ARMONICHE, quindi CONTINUE in 
int Fi e perciò in F. Poiché è u; = lin F; "nel senso di Hy'» avremo ora (in 
senso puntuale) u;(x) = 1 yx€F, WjeN. Allora, indicati con VE e Up il po- 
tenziale e la misura di equilibrio di F relativi a € > sarà U; = Ve» cioè 
Gu; > Gup; da ciò segue u;(F,) > up(F) ovvero 6 (F;) > (FA). Ma poiché risulta 


€,(F) = inf €,(F.), dovrà essere anche €,(F) 2 € (F). 
3 je 3 j 3 1° 
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